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PENDUGAAN PARAMETER DISTRIBUSI LOG-LOGISTIK UNTUK
DATA YANG MENGANDUNG PENGAMATAN TIDAK TERDETEKSI

Aceng Komarudin Mutaqin, Abdu! Kudus dan Fanny Tania Safitri

Program Studi Statistika,
Fakultas Matematika & limu Pengetahuan Alam Universitas Islam Bandung
email: aceng.k.mutagin@unisba.ac.id

Abstrak

Makalah ini membahas pendugaan parameter distribusi log-logistik untuk data
yang mengandung pengamatan tidak terdeteksi. Metode pendugaan yang
digunakan adalah algortime EM. Metode ini dibandingkan dengan metode
yang telah ada, yaitu metode substitusi dengan menggunakan simulasi Monte
Carlo. Hasilnya menunjukkan bahwa secara umum metode yang diusulkan
lebih baik dibandingkan dengan metode substitusi ketika variansi dari datanya
adalah kecil. Sebagai bahan aplikasi digunakan data sekunder mengenai
konsentrasi tembaga dalam air tanah di lembah San Joaguin, California.

Kata Kunci: distribusi log-logistik, algoritme EM, simulasi Monte Carlo,
pengamatan tidak terdeteksi.

Pendahuluan

Adanya pengamatan yang tidak terdeteksi seringkali dihadapi dalam menganalisis
data lingkungan, misalnya konsentrasi suatu zat nilainya terlalu kecil untuk dapat
diukur, sehingga dicatat sebagai n.d. (nondetect). Masalah pendugaan parameter
dan penarikan kesimpulan berdasarkan data yang mengandung pengamatan tidak
terdeteksi sangat menantang untuk diteliti, karena kita tidak dapat dengan mudah

membuang data tersebut tanpa mengakibatkan adanya masalah bias dalam
pendugaan parameter.

Biasanya pendekatan yang digunakan untuk menduga parameter populasi
berdasarkan data sampel yang mengandung pengamatan tidak terdeteksi adalah
metode substitusi, metode parametrik dan nonparametrik. Metode substitusi
mengganti pengamatan tidak terdeteksi dengan suatu angka yang nilainya
tergantung pada kemampuan alat ukur yang disebut batas deteksi (BD), yakni
konsentrasi terkecil dari zat kimia yang dapat dibedakan dari konsentrasi nol.
Biasanya praktisi mengganti n.d. dengan BD/2, BD /2, atau nilai nol, kemudian
menggunakan metode statistika untuk data lengkap. Cara ini mungkin tidak masalah
untuk tujuan praktis jika persentase pengamatan n.d. sangat kecil, namun akan
menjadi masalah jika persentasenya cukup besar. Tidak ada alasan rasional
mengganti pengamatan n.d. dengan cara di atas. Lebih parah lagi, hasil penarikan
kesimpulannya sangat tidak akurat.

Pendekatan parametrik mengasumsikan data mengikuti distribusi tertentu. Jika
ukuran sampelnya cukup dan distribusi yang dipilih hampir sama dengan distribusi
data aktual, maka pendugaan kemungkinan maksimum bersifat efisien. Tetapi
mungkin saja syarat tersebut tidak terpenuhi, sehingga penduganya tidak lagi
bersifat efisien. Pendekatan parametrik mempunyai kinerja yang buruk untuk data
sampel berukuran antara 25 sampai 50 [2].
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Pendekatan nonparametrik yang banyak dikembangkan dalam kajian analisis
survival telah diadopsi untuk memecahkan masalah pendugaan parameter populasi
yang data sampeinya mengandung pengamatan tidak terdeteksi. Pendekatan ini
tidak mengasumsikan apapun mengenai bentuk distribusi datanya dan kinerja
penduga nonparametrik ini cukup baik untuk ukuran sampel kecil (n<50) dan
persentase pengamatan tidak terdeteksinya dalam tingkat yang sedang [1].

Makalah ini bertujuan membahas sebuah metode parametrik untuk menduga
parameter distribusi log-logistik berdasarkan data sampel yang mengandung
pengamatan tidak terdeteksi. Metode tersebut adalah metode kemungkinan
maksimum yang diintegrasikan dengan algoritme EM. Distribusi log-logistik
dipertimbangkan dalam makalah ini karena merupakan salah satu distribusi yang
dapat diaplikasikan pada data mutu lingkungan [4]. Kinerja dari metode yang
diusulkan dibandingkan dengan metode substitusi melalui simulasi Monte Carlo.
sebagai bahan aplikasi dari metode yang diusulkan adalah data mengenai
konsentrasi tembaga dalam air tanah di lembah San Joaquin, California.

Distribusi Log-logistik
Salah satu distribusi yang dapat diaplikasikan untuk data mutu lingkungan adalah

distribusi log-logistik diperumum [4]. Distribusi log-logistik adalah distribusi khusus
dari distribusi log-logistik diperumum, dimana bentuk fungsi densitasnya adalah

B,
g(xia.ﬂ)=%{a—i;%6§]:x>0. (1)

dimana a > 0 adalah parameter skala, dan —= < B < = adalah parameter lokasi.
Momen ke-k untuk distribusi log-logistik [3] di atas adalah

k k
E[X¥] = e—kﬂ/ar(l +.‘;) I"(l ——(;); —a<k<a,

Sedangkan fungsi distribusinya adalah

efxe
Gx; o, B) = T ofre ;x> 0. 2)

Pendugaan Parameter Distribusi Log-logistik Melalui Algoritme EM

Asumsikan bahwa data mutu lingkungan berasal dari populasi yang berdistribusi log-
logistik. Misalkan x; menyatakan pengamatan terdeteksi ke-i, dengan i = 1,2, 1, p
menyatakan banyaknya jenis alat ukur dengan BD berbeda-beda, dan t; menyatakan
banyaknya pengamatan tidak terdeteksi untuk BD;, dengan j = 1, ---,p, maka fungsi
kemungkinannya adalah

n tj
L(a, B) = ﬂg(xi: a,B) [ﬁ (n G(BD;;a, 3))}.
i=1 j=1 \m=1
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Dengan demikian fungsi log-kemungkinannya adalah
n n
L (e, B) = nln(a) + np + (« — 1) Zm(xi) - ZZ In(1 + efx,%)
i=1 i=1

14 p 14
8 tj+a ) In(BD) = ) 41n(1+e5BDS).
j=1 j=1 Jj=1

Berdasarkan fungsi log-kemungkinan di atas, untuk mengintegrasikan pendugaan
kemungkinan maksimum dengan algoritme EM, perlu dihitung nilai ekspektasi dari
In(X;)|X; < BD; dan In(1+ efX;)|X; < BD;, untuk j =1, -,p. Dapat ditunjukkan
bahwa untuk j = 1, -, p, nilai ekspektasi

ln(G(BD ), [G(BD) ]’“(1“G(BDJ')) @)

2

E[In(X)|X; < BD;] =

a a

dan

+1. (4)

E[ln(1+eﬂxj")|X,-<BD;]=1n(1+ G(BD;) )+'"(1_G(BDJ'))

1-G(BD) G(BD))

Dengan demikian tahap-E dalam algoritme EM adalah mengganti In(x;) dan
In(1 + efx;*) dalam fungsi log-kemungkinan untuk data lengkap masing-masing oleh

Persamaan (3) dan (4). Misalkan a" dan g adalah taksiran parameter « dan g
pada iterasi ke-r, tahap-M adalah memaksimumkan fungsi kemungkinan berikut
untuk memperoleh taksiran parameter a dan g pada iterasi ke-r + 1

L(a,B) = nln(a) + nf + (a — 1)Zln(xl) ZZ In(1 + efx%)

+1n(a)Zt,+ﬁZt,+(a—1)Zt, ZZt,-E,-z.
j=1

dimana E1 dan E2 masing-masing adalah ekspektasi yang ada pada Persamaan (3)

dan (4), dengan a dan g diganti oleh a™ dan g(". Solusi pada tahap-M tidak dapat
diperoleh secara analitik, sehingga perlu dicari menggunakan metode numerik,
dalam hal ini metode Newton-Raphson. Turunan pertama dari fungsi Iog
kemungkinan pada Persamaan (5) terhadap parameter a dan f masing-masing
adalah :

P

g P
efx;%In(x;) 1
=—+>:‘“("J 22 T tg Ut ) B (6)

j=1 j=1

dan

3E[l(a, B)] L é
e an-2) 4 ) g Y

- 1+ eBx,®
aps s 1+ePx;* =
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Turunan kedua dari fungsi log-kemungkinan pada Persamaan (5) terhadap
parameter a dan masing-masing adalah:

921l, n i‘eﬁxi"‘[ln(xi)]2 1 i
- (1+ePx®)? atly’

ity )b ®)
i=1 n j=1
azlz epxia
R v rori @)
ap? L (1 + efx;*)?
dan
n

a2, efx % In(x;)

dadp - LAk xS (10

Berdasarkan turunan pertama dan kedua dari fungsi log-kemungkinan di atas, dapat
diperoleh penduga parameter distribusi log-logistik.

Pendugaan kemungkinan maksimum dengan algoritme EM memeriukan nilai awal
taksiran parameter agar proses iterasi bisa berjalan, nilai awal yang digunakan
adalah nilai taksiran parameter a dan B menggunakan metode percentile matching
[3] berdasarkan data yang terobservasi, yaitu:

2 In(3)
«® = 5wy - @) )

dan

In(w) + In(v)

BO = =) =Gy

(12)

dimana v dan w masing-masing menyatakan persentil ke-25 dan ke-75 dari data
yang terobservasi.

Studi Simulasi

Dalam bagian ini akan dilakukan perbandingan metode yang diusulkan, yaitu metode
pendugaan kemungkinan maksimum melalui algoritme EM dengan metode substitusi
yang sering digunakan oleh praktisi, yaitu BD/2. Perbandingannya akan ditakukan
dengan menggunakan simulasi Monte Carlo untuk melihat kinerja dari kedua metode
di atas. Ukuran yang dijadikan perbandingan adalah bias relatif dan rata-rata jumiah
kuadrat kekeliruan.

Data sensor dengan BD ganda akan dibangkitkan dengan skema sampling
sebagaimana dalam [5]. Data dibangkitkan melalui 3 tahap. Tahap 1, peubah A
berukuran N (n + Z?=1tj) disimulasikan dari distribusi log-logistik tertentu, peubah B
dengan ukuran yang sama disimulasikan dari distribusi seragam dalam (0,1). A dan
B digabungkan untuk membentuk matriks C berukuran N X 2, dimana kolom pertama
berisikan A, dan kolom kedua B. Tahap 2, matriks C diurut berdasarkan kolom
kedua, kemudian kolom pertama dibagi 6 subgrup sama banyak. Tahap 3, BD; untuk
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setiap subgrup i, i = 1,2,-,6, dipilih sedemikian sehingga peluang P(4; < BDy) = pis
yang menunjukkan rata-rata ada data tersensor sebanyak 100p; persen dari data
dalam setiap subgrup yang disimulasikan.

Tabel 1. Bias relatif dalam menaksir parameter a

Ukuran Persentase Metode Penaksiran
Kasus Sampel Sensor Variansi EM Substitusi

1 Kecil Rendah Rendah -0,0357 -0,1990

2 Kecil Sedang Rendah -0,3046 NaN*

4 Sedang Rendah Rendah -0,0624 -0,2334

5 Sedang Sedang Rendah -0,4394 NaN

7 Besar Rendah Rendah -0,0665 -0,2354

8 Besar Sedang Rendah -0,4440 NaN
10 Kecil Rendah Sedang -0,0371 -0,0406
11 Kecil Sedang Sedang -0,3036 NaN
13 Sedang Rendah Sedang -0,0634 -0,0613
14 Sedang Sedang Sedang -0,4400 -0,1276
16 Besar Rendah Sedang -0,0662 -0,0651
17 Besar Sedang Sedang -0,4447 -0,0757
19 Kecil Rendah Tinggi -0,0380 0,0633
20 Kecil Sedang Tinggi -0,3053 0,1931
22 Sedang Rendah Tinggi -0,0621 0,0650
23 Sedang Sedang Tinggi -0,4393 0,2056
25 Besar Rendah Tinggi -0,0660 0,0597
26 Besar Sedang Tinggi -0,4437 0,1994

*NaN: not a number

Tabel 2. Rata-rata jumiah kuadrat kekeliruan dalam menaksir parameter «

Ukuran Persentase Metode Penaksiran
Kasus Sampel Sensor Variansi EM Substitusi

1 Kecil Rendah Rendah 0,2255 1,2218
2 Kecil Sedang Rendah 2,2706 NaN*

4 Sedang Rendah Rendah 0,1555 1,2705
5 Sedang Sedang Rendah 4,3216 NaN

7 Besar Rendah Rendah 0,1324 1,2394
8 Besar Sedang Rendah 4,3933 NaN
10 Kecil Rendah Sedang 0,0580 0,0423
11 Kecil Sedang Sedang 0,5661 NaN
13 Sedang Rendah Sedang 0,0401 0,0318
14 Sedang Sedang Sedang 1,0946 0,8096
16 Besar Rendah Sedang 0,0329 0,0288
17 Besar Sedang Sedang 1,1131 0,1574
19 Kecil Rendah Tinggi 0,0122 0,0153
20 Kecil Sedang Tinggi 0,1238 0,0624
22 Sedang Rendah Tinggi 0,0085 0,0090
23 Sedang Sedang Tinggi 0,2308 0,0553
25 Besar Rendah Tinggi 0,0070 0,0061
26 Besar Sedang Tinggi 0,2345 0,0498

*NaN: not a number

Untuk melihat pengaruh ukuran sampel, persentase data tersensor, dan variabilitas
dalam data, beberapa kasus akan dicobakan dalam simulasi. Ukuran sampel yang
akan dicobakan adalah kecil (N =90), sedang (N = 240) dan besar (N = 480).
Persentase data tersensor yang digunakan adalah rendah (p, = 0,3;p2 = 0,25; p3
0,2;p, = 0,15;ps = 0.1, ps = 0,05), sedang (py = 0,5;p, = 0,45;p3 = 0,4, pa
0,35; ps = 0,3; ps = 0,25), dan tinggi (py =075p2=07.p; = 0,65;p4 = 0,6;ps5 =

(T
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0,55; ps = 0,5). Sedangkan variabilitas data yang akan dicobakan adalah rendah
(« = 4,7110; § = —6,3344), sedang (a =2,3679; B =~—3,1982), dan tinggi (a =
1,0892; f = —1,4404). Demikian akan ada 27 kasus yang dicobakan. Simulasi akan
dilakukan sebanyak 5.000 kali. Hasil simulasi disajikan dalam Tabel 1 sampai Tabel
4.

Tabel 3. Bias relatif dalam menaksir parameter

Ukuran Persentase Metode Penaksiran
Kasus Sampel Sensor Variansi EM Substitusi

1 Kecil Rendah Rendah -0,0546 -0,2163
2 Kecil Sedang Rendah -0,4214 NaN*
4 Sedang Rendah Rendah -0,0858 -0,2548
5 Sedang Sedang Rendah -0,5906 NaN

7 Besar Rendah Rendah -0,0891 -0,2566
8 Besar Sedang Rendah -0,5943 NaN
10 Kecil Rendah Sedang -0,0742 -0,0560
11 Kecil Sedang Sedang -0,5349 NaN
13 Sedang Rendah Sedang -0,1084 -0,0801
14 Sedang Sedang Sedang -0,7392 -0,1800
16 Besar Rendah Sedang -0,1098 -0,0838
17 Besar Sedang Sedang -0,7424 -0,1326
19 Kecil Rendah Tinggi -0,1225 0,0718
20 Kecil Sedang Tinggi -0,8166 0,2633
22 Sedang Rendah Tinggi -0,1663 0,0703
23 Sedang Sedang Tinggi -1,1029 0,2737
25 Besar Rendah Tinggi -0,1657 0,0649
26 Besar Sedang Tinggi -1,1055 0,2576

*NaN: not a number

Tabel 4. Rata-rata jumlah kuadrat kekeliruan dalam menaksir parameter

Ukuran Persentase Metode Penaksiran
Kasus Sampel Sensor Variansi EM Substitusi

1 Kecll Rendah Rendah 0,5159 2,4980
2 Kecil Sedang Rendah 7,5945 NaN*
4 Sedang Rendah Rendah 0,4324 2,7185

5 Sedang Sedang Rendah 14,0738 NaN

7 Besar Rendah Rendah 0,3874 2,6607
8 Besar Sedang Rendah 14,2065 NaN
10 Kecil Rendah Sedang 0,1861 0,1238
11 Kecil Sedang Sedang 3,0652 NaN
13 Sedang Rendah Sedang 0,1653 0,0959
14 Sedang Sedang Sedang 5,6139 1,4994
16 Besar Rendah Sedang 0,1449 0,0862
17 Besar Sedang Sedang 5,6488 0,3864
19 Kecil Rendah Tinggi 0,0827 0,0674
20 Kecil Sedang Tinggi 1,4484 0,2329
22 Sedang Rendah Tinggi 0,0762 0,0315
23 Sedang Sedang Tinggi 2,5331 0,1854
25 Besar Rendah Tinggi 0,0661 0,0191
26 Besar Sedang Tinggi 2,5400 0,1525

*NaN: not a number

Tabel 1 dan 2 masing-masing berisikan bias relatif dan rata-rata jumiah kuadrat
kekeliruan untuk menaksir parameter a. Sedangkan Tabe! 3 dan 4 masing-masing
berisikan bias relatif dan rata-rata jumlah kuadrat kekeliruan untuk menaksir
parameter g. Terlihat bahwa kasus 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, dan 27 (kasus untuk
persentase sensor tinggi) tidak ada dalam tabel-tabel di atas karena semua hasilnya

154



Seminar Nasional Teknik Industri [SNTI] 2013
Lhokseumawe-Aceh, 28-23 Agustus 2013
ISSN 2338-7122

adalah NaN (not a number). Salah satu penyebabnya adalah matriks turunan
keduanya singular. Hasil NaN juga didapatkan oleh metode substitusi pada kasus 2,
5, 8 (kasus semua ukuran sampel, persentase sensor sedang dan variansi rendah),
dan 11 (ukuran sampel kecil, persentase sensor sedang dan variansi sedang).
Dengan demikian untuk keempat kasus tersebut metode pendugaan kemungkinan
maksimum melalui algoritme EM yang cocok digunakan untuk menduga parameter «
dan B. Terlihat jelas bahwa metode pendugaan kemungkinan maksimum melalui
algoritme EM lebih baik dibandingkan dengan metode substitusi dalam menduga
parameter a dan f untuk kasus variansi data rendah, ukuran sampel kecil-sedang
dan persentase sensor rendah-sedang. Metode yang diusulkan juga lebih baik
dibandingkan dengan metode substitusi dalam menduga parameter @ untuk kasus
variansi data tinggi, persentase sensor rendah dan ukuran sampel kecil-sedang.
Untuk kasus yang sama metode substitusi yang lebih baik dalam menduga
parameter f. Metode substitusi lebih baik dibandingkan dengan metode yang
diusulkan dalam menduga parameter a dan § untuk kasus variansi data sedang,
ukuran sampel sedang-besar, dan persentase sensor rendah-sedang. Hasil yang
sama juga ditunjukkan untuk kasus variansi data tinggi, persentase sensor sedang,
dan semua ukuran sampel. Hasil yang tidak berbeda ditunjukkan pula untuk kasus
variansi data tinggi, persentase sensor rendah, dan ukuran sampel besar. Untuk
kasus ukuran sampel besar, persentase sensor rendah-tinggi, dan variansi data
sedang-tinggi, metode substitusi lebih baik dibandingkan dengan metode yang
diusulkan dalam menduga parameter « dan §.

Contoh Numerik
Data yang digunakan untuk mengaplikasikan metode pendugaan kemungkinan
maksimum yang diintegrasikan dengan algoritme EM adalah data mengenai

konsentrasi tembaga dalam air tanah di lembah San Joaquin, California [4].

Tabel 5. Konsentrasi* tembaga (Cu) dalam air tanah dalam satuan mikrogram per liter di
lembah San Joaquin, California

2 4 2 <5 <156 8 3
2 <10 <10 17 <5 1 6
12 <1 3 23 4 15 3
2 1 <1 9 <4 3 4
1 <2 1 9 <5 3 5
<10 <2 1 3 <5 1 14
<10 1 3 3 4 6 4

*tanda < menunjukkan pengamatan tidak terdeteksi berdasarkan
alat ukur yang mempunyai BD tertentu.

Diasumsikan bahwa data dalam Tabel 5 tersebut berasal dari populasi yang
berdistribusi log-logistik. Hasil pendugaan parameter distribusi log-logistiknya adalah
@ = 1,6292 dan f = —0,8398. Dengan menggunakan prinsip plug-in, rata-rata dari
distribusi log-logistik tersebut adalah 3,4467. Jadi disimpulkan bahwa rata-rata
konsentrasi tembaga dalam air tanah di lembah San Joaquin, California adalah
3,4467 mikrogram per liter.
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Kesimpulan

Dalam makalah ini telah dirumuskan metode pendugaan kemungkinan maksimum
yang terintegrasikan dengan algoritme EM untuk menduga parameter distribusi log-
logistik yang data sampeinya mengandung pengamatan tidak terdeteksi. Hasil
simulasi menunjukkan bahwa secara umum metode pendugaan kemungkinan
maksimum melalui algoritme EM lebih baik dibandingkan dengan metode substitusi
dalam menduga parameter distribusi log-logistik untuk kasus variansi data rendah,
berbagai ukuran sampel dan persentase sensor rendah-sedang. Sedangkan metode
substitusi secara umum lebih baik dibandingkan dengan metode yang diusulkan
untuk kasus variansi data sedang dan tinggi. Walaupun demikian ada kasus-kasus
tertentu yang menunjukkan tidak demikian.

Makalah ini membahas masalah pendugaan parameter distribusi log-logistik untuk
data sampel! yang mengandung pengamatan tidak terdeteksi. Masalah yang dibahas
adalah untuk kasus data satu sampel. Untuk itu pada penelitian selanjutnya, tim
peneliti berencana untuk merumuskan masalah yang terkait dengan data dua sampel
atau lebih yang mengandung pengamatan tidak terdeteksi.
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