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PEMODELAN COMPETING RISK DENGAN DISTRIBUSI
EKSPONENSIAL YANG SALING BEBAS

ABDUL KuDuUs
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JI. Tamansari No. 1 Telp. 4203368 pes. 135 Fax 4263835 Bandung 40116
akudus69@yahoo.com

NOOR AKMA IBRAHIM, IsA DAUD, MOHD. R1ZAM ABU BAKAR
Institute for Mathematical Research and Department of Mathematics,

Universiti Putra Malaysia
€-mail : nakma@fsas.upm.edu.my, isa@fsas.upm.edu.my, mrizam@fsas.upm.edu.my

Abstrak : Dalam makalah ini dibahas pemodelan competing risk untuk dua penyebab kegagalan. Dua
variabel competing risk tersebut diasumsikan berdistribusi eksponensial saling bebas satu sama lain,
Selain pemodelan dengan distribusi eksponensial di sini Juga dilakukan pemodelan dengan distribusi
eskponensial campuran.  Pada bagian akhir ditunjukkan metode penaksiran kemungkinan maksimum
untuk mendapatkan taksiran parameternya,

Kata Kunei : Data Masa Hidup, Competing Risk, Eksponensial Campuran

I. PENDAHULUAN

Dalam pendekatan competing risk kita memodelkan data sebagai barisan pasangan iid (Z;,D;). i = 1,2, ...
Setiap Zi adalah minimum dari dua atau lebih variabel competing risk. Dalam banyak kasus, kita dapat
menyederhanakan masalah menjadi analisis dua competing risk, yang digambarkan oleh dua variabel acak X
dan Y sedemikian sehingga Z = min(X,Y). Biasanya X merupakan waktu kegagalan minimum diantara
sekian banyak penyebab kegagalan, sedangkan Y adalah waktu penyensoran yakni waktu kegagalan oleh
sebab lain. Disamping pengamatan variabel Z, juga diamati variabel indikator D=I(X<Y) yang menjelaskan
penyebab berhentinya wakitu pengamatan. Untuk kemudahan kita asumsikan bahwa P(X=Y)=0.

Dari pengamatan (Z,D) kita hanya dapat mengidentifikasi fungsi subsurvival dari X dan Y,

S, ()=P(X>04,X <Y)=P(Z>1,D=1) (1

S;(1)= P(Y > 1Y < X)= P(Z>1,D=0) )

tetapi fungsi survival S, (¢) dan S, (¢) tidak dapat diidentifikasi. Kita lihat bahwa Sy (1) tergantung dari
Y. walaupun hal ini tidak tampak dalam notasi, juga bahwa Sy (0)=P(x<¥)= P(D =1)dan
S:(0)= (Y <X)=P(D=0), sehingga S (0)+S;(0)=1.

Fungsi subsurvival bersyarat (conditional subsurvival) didefinisikan sebagai fungsi survival dengan
syarat bahwa satu penyebab kegagalan telah terjadi. Dengan mengasumsikan kontinuitas dari Sy (r)dan

Sy (¢) dinol, fungsi subsurvival bersyarat adalah

CS\(t)=P(X >1] X < Y)=P(Z >1t| D=1)= :?((;)} 3)
CS; ()= (1 >41Y <X)= P(2 1] D=0) = ) @

%}

S

(0
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Fungsi lain yang berkaitan dengan fungsi subsurvival adalah peluang penyensoran di atas t,
5 (1)
Sy () +Sy (1)
Fungsi ini tampaknya berguna untuk patokan pemilihan model competing risk yang cocok dengan
data. Kita lihat bahwa ®(0)=P(D = 0)=5;(0)-

CD{r}sP(YcX|Z>s)=P(D=0lz>¢): ©

Misal kita mempunyai data (Z1, D1), ..., (Zn, Dn). Fungsi subsurvival empiris dan fungsi subsurvival
bersyarat adalah :

_ f#ipasangan (2,,D,) dengan Z, >£,D, =1

S (1) . ©

s (1) - oo (2,.D) dengm 7, > 0 =0 .

85 (1) - #pasangan (Z,, D, )”dengan Z,>t,D =1 "
D

891 (1)= # pasangan & D,) dengan Z, > £, D, =0 o

n- ZI=[ D‘
Sebagaimana sudah dijelaskan, tanpa tambahan asumsi tentang distribusi bersama X dan Y, maka
tidak mungkin untuk mengidentifikasi fungsi survival marjinal Sy (f) dan S, (¢). Akan tetapi, dengan

ambahan asumsi, kita dapat membatasi pada sekelompok model dimana fungsi survivalnya dapat
diidentifikasi.

Jika kita membatasi fungsi survival Sy (1) sebagai berikut

P(X gr._)(g}")5P(XSI)SP{min(X,Y)ir), (19)
berarti bahwa

S (1) +57(0) 28, (1) = 51 (1) +5: (7) an

Dapat dilihat bahwa kuantitas sisi kiri dan sisi kanan selalu dapat ditaksir dari data. Laju kegagalan ry(f) bagi
X adalah

ds (1)
o a__dns0]
r (1) = '?:‘(T):___m—— (12)

Dengan demikian rata-rata waktu laju kegagalan sebagai fungsi dari ¢ adalah

1’ 1 .
}—jr.\-(u)du-———;ln[.ﬁx (f)] (13)
4]
sehingga batas bagi fungsi survival adalah

“|n[s;. (;)ﬁ_@ s Lr_\. () du srin[s; (6)+57(6)]
{ (

f

(14)

Hal yang sama juga berlaku bagi laju kegagalan Y. Batas-batas ini dapat memberikan indikasi berharga
tentang kemonotonan laju kegagalan X dan Y.

3. EKSPONENSIAL YANG SALING BEBAS

Dengan asumsi bahwa X" dan ¥ saling bebas, maka kita dapat menentukan fungsi survival X dan Y
secara tunggal (unigque) dari fungsi distribusi bersama (Z,0). Dalam hal ini fungsi survival X dan Y dapat
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diidentifikasi dari data tersensor (Z,0). Dengan demikian, model yang saling bebas selalu konsisten dengan
data, walaupun model eksponensial yang saling bebas ini bukan merupakan bentuk umum. Kita dapat
menurunkan kriteria yang sangat khusus bagi kebebasan dan ke-eksponensial-an yang dinyatakan dalam
fungsi subsurvival {Cooke, 1996).

Teorema 1: Jika X dan Y adalah variabel masa hidup yang saling bebas, maka dua dari keadaan-keadaan
berikut berakibat terhadap yang lainnya :

S, (1) = exp(-Ar) (15)

S, (:‘): cxp(—y!] (16)

Sy (e )— exp[ A+y)t] a7
. ¥ o

S; (1) = i+rﬁhp[ (A+7)t] (18)

Dengan demikian, jika X dan Y variabel masa hidup eksponensial yang saling bebas dengan laju kegagalan A
dan y, maka fungsi subsurvival bersyarat dari X dan Y adalah sama yaitu distribusi eksponensial dengan laju
kegagalan A + y dan peluang tersensor di atas waktu ¢ adalah konstan. Jadi

CSy (1) =CS, (I}:exp[—(i +y)t] (19)
D (1) = ,1{7 (20)

3. MODEL EKSPONENSIAL CAMPURAN

Misalkan bahwa §, (r) adalah campuran dari dua distribusi eksponensial dengan parameter A;, A,
dan koefisien pencampuran p, dan distribusi survival tersensor S, (¢) adalah eksponensial dengan parameter
Ay

Sy ()= p exp(=At)+(1- p)exp(-A4y) 21

S, (1) = exp(-4,¢) (22)
Sifat-sifat dari model competing risk-nya dijelaskan dalam teorema-teorema berikut :

Teorema 2: Misal X dan Y adalah variabel masa hidup yang saling bebas dengan distribusi seperti di atas,
maka

Sy (6) = :wiﬁ:cxp[ (2, +.2.,)£]+(1—p] /?.),A:/’LQ exp[—(/ly +/Tq)f:| (23)
. A, A,
Si{t)=p 7 -k)q exp[-(l_r +A,)£} +(1- p);by v exp[~(i}, +/‘I.2}!:| (24)
A, +4
. cxp[—(,{y +A1)r] j: 7, + 1, exp[ +)12)r} N
n RS =
p A A T4
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_pA
expl ~(4, + 4 )1 |+ l_p_pf—:i_] exp[ (4, +4)1]
Cs; (1) =- i YT (26)
RFIFRYR
CS, (1)< CSy (1) 27

Dan ®() bernilai minimum pada titik pangkal (origin), dan menaik saat &, # A, Pembuktian lihat di
lampiran.

4. PENUTUP

Model untuk analisis data survival dengan fenomena competing risk dalam makalah ini dibentuk
dalam kasus dimana fungsi subsurvival bersyarat dari variabel yang tersensor mendominasi fungsi
subsurvival bersyarat dari penyebab kegagalan yang lain.

DAFTAR PUSTAKA

Cooke, R. M., 1996. The design of reliability databases Part | and II, Reliability Engineering and System
Safety, 51, 137 — 146 dan 209 — 223.

Lampiran

Bukti :

Dengan menggunakan kebebasan antara X dan ¥ maka ditunjukkan

Sy (1) == S (u)dSy (u) | (1)
S (f)=- J: Sy (u)dS, (u) (2.2)

Empat rumus pertama dalam teorema 2 berdasarkan integral ini.

Untuk membuktikan ketidaksamaan antara fungsi subsurvival bersyarat kita dapat menuliskan
fungsi subsurvival bersyarat dalam bentuk yang ringkas sebagai berikut

- A+ % BC
CS,y (;): I_'%"—B (3.2)
. A+ BC
CS, ()= .
' [r) 1+ 8 (42)
Dengan demikian,
5., 50) .
5:(0)”5(0) |

yang ekivalen dengan

A[l—i—?]i(ﬁ[l—i’} (6.a)

atau .
exp(~4i) (A~ %) < exp(-A0)(A ) | (7.9)

Ini berlaku untuk semua Ay, A
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. ,\() S ()
EETONKH O

bersifat menaik dcngan melihat
o () =c 5 - (=P)S:()
[pSi(0) + (1-p)8:(0)]

gan = ,11(,1,—/1!)2 an =exp(— =exp(—
dengan (¢ [(&&4}(;1,&12)}(1 S, (1) =exp(=At), S,(t)=exp(-A,t)

berarti bahwa ®(f) bernilai minimum pada titik pangkal, dan bahwa ®(r)

(8.2)

Menarik untuk diketahui bahwa fungsi survival bagi Z menjadi
P(Z>1) = P(X>1,Y>1) = P(X>0)P(Y>1) = p exp[-(4; + Ay)] + (1-p) exp[-(4; + Ay)] (9.2)

Ini juga merupakan campuran dari dua distribusi eksponensial dengan parameter A, + &, dan A, + A,, dan
koefisien pencampuran p.

Nilai ekspektasi dan varians dari Z masing—masing adalah

E(Z)= I”f (z)d= = _L (Z>1)d

10.a
( -p) i ,1 (10.a)
1 I | | y
Var(Z) = ! -+2p ! [ - —pz[ - (11.a)
(/f_.-+/13} A+ A A +A A +4 Ag+A A+ 4,
Dengan menggunakan persamaan di atas, S,(0) dan ®’(r) kita dapat memperoleh taksiran dari
S, {0
parameter. Misalnya ,1_‘_ =% dan nilai-nilai p, A,, A, dapat diperoleh secara numerik. Dapat dilihat
bahwa solusi yang sama bagi A, dapat diperoleh dengan metode kemungkinan maksimum.
Bagi pengamatan (Z, D) = (¢, 1) kontribusi kemungkinannya adalah
ds, (1)
- exp(—/l]_ar)[pi, exp(-A4t)+(1-p)4, exp(—,{zfﬂ (12.a)
sedangkan bagi pengamatan (Z, D) = (¢, 0) kontribusinya adalah
dS; (1 o
—% =4, cxp(—zt_1_f)Lpexp(—/Lr)+(i - p)exp(-—fllr)] (13.a)

Dengan demikian dengan data (Z,, D)), ..., (Z, D,) kita mendapatkan fungsi kemungkinan
A ep(-4,Y2) [T.[pA exp(=41)+ (1= p) A, exp(-4,0)]" [ pexp(-40) +(1- p)exp(-4,)] ™ (14.a)

. - - 2.0
Pemaksimuman fungsi di atas terhadap parameter akan mendapatkan solusi Z . Untuk

)" ZZ

mendapatkan taksiran parameter yang lain diperlukan metode numerik.



