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NASIONAL STATISTIKA, MATEMATIKA & APLIKASINYA 2014 
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Nasional Statistika ini bertema “Statistika dan Matematika untuk 
Kemajuan dan Kesejahteraan Umat.”  

Tujuan diadakannya SNSMA 2014 ini adalah dalam rangka diskusi ilmiah, 
dan tukar menukar informasi di kalangan akademisi, praktisi dan peneliti 
guna mendorong cepatnya pengembangan ilmu pengetahuan dan 
teknologi khususnya bidang ilmu statistika dan matematika di Indonesia.  

Panitia telah menerima sekitar 75 makalah berasal dari berbagai kalangan, 
seperti mahasiswa S1, S2, S3, akademisi, praktisi dan peneliti dan berasal 
dari berbagai daerah di Indonesia. Semua makalah tersebut 
dipresentasikan pada SNSMA 2014 di Unisba pada Tanggal 26 Agustus 
2014, dalam bentuk oral dan dipublikasikan dalam sebuah prosiding. 
Kami ucapkan terima kasih kepada para peserta pemakalah yang telah 
berpartisipasi dalam rangka mempercepat pengembangan ilmu 
pengetahuan dan teknologi.  
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ini, kami ucapkan terima kasih.  
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Penaksiran Rata-Rata dan Varians dari Distribusi 
Lognormal pada Data Sampel yang Mengandung 

Pengamatan Tidak Terdeteksi 

 

Dheri Janwar Rusthana, Aceng Komarudin Mutaqin 
Program Studi Statistika Universitas Islam Bandung 

Email : dherijr@gmail.com 

ABSTRAK 

Pengamatan tidak terdeteksi sering kali dihadapi dalam menganalisis data lingkungan yang nilainya terlalu kecil untuk 

dapat diukur, sehingga dicatat sebagai suatu pengamatan tidak terdeteksi. Zhong (2005) membahas penaksiran rata-rata 

dan varians populasi distribusi lognormal untuk data sampel yang mengandung pengamatan tidak terdeteksi 

menggunakan metode PKM (Penaksiran Kemungkinan Maksimum) yang diintegrasikan dengan algoritme EM 

(Ekspektasi-Maksimisasi). Dalam makalah ini diusulkan metode lain untuk kasus di atas dengan menggunakan penaksir 

PKM disesuaikan yang bersifat tak bias dan bervarians minimum yang diintegrasikan dengan algoritme EM. Data 

sekunder digunakan untuk mengevaluasi kinerja dari metode usulan di atas dengan mengkondisikan ke dalam beberapa 

kasus data. Hasilnya menunjukkan bahwa metode yang diusulkan dalam makalah ini lebih baik dibandingkan dengan 

metode Zhong. 

Kata Kunci : Penaksir Kemungkinan Maksimum, Algoritme EM, Distribusi Lognormal, Absolute Relative Bias, Mean Squared Error. 

 

 

1. PENDAHULUAN 

Adanya pengamatan yang tidak terdeteksi sering kali dihadapi dalam menganalisis data lingkungan, 

misalnya konsentrasi suatu zat yang nilainya terlalu kecil untuk dapat diukur, sehingga dicatat sebagai 

suatu pengamatan tidak terdeteksi. Masalah penaksiran parameter berdasarkan data yang mengandung 

pengamatan tidak terdeteksi sangat menarik untuk diteliti. Pengamatan yang tidak terdeteksi tidak dapat 

dengan mudah dibuang tanpa mengakibatkan adanya masalah bias dalam penaksiran parameter. 

Pendekatan yang biasa digunakan untuk menaksir parameter populasi berdasarkan data sampel yang 

mengandung pengamatan tidak terdeteksi adalah metode substitusi, metode parametrik dan 

nonparametrik. Metode substitusi mengganti pengamatan tidak terdeteksi dengan suatu angka yang 

nilainya tergantung pada kemampuan alat ukur yang disebut dengan Batas Deteksi (BD). Umumnya 

praktisi mengganti pengamatan tidak terdeteksi dengan BD/2 atau nilai nol (0) kemudian menggunakan 

metode statistika untuk data lengkap. Tidak ada alasan rasional mengganti pengamatan tidak terdeteksi 

dengan cara di atas.  

Pendekatan parametrik mengasumsikan data berasal dari suatu populasi yang berdistribusi tertentu. Jika 

ukuran sampelnya cukup dan distribusi yang dipilih hampir sama dengan distribusi data aktual, maka 

penaksiran kemungkinan maksimum bersifat efisien. Tetapi mungkin saja syarat tersebut tidak terpenuhi, 

sehingga penaksirannya tidak lagi bersifat efisien. Gleit (1985) menunjukkan bahwa pendekatan parametrik 

mempunyai kinerja yang buruk untuk data sampel berukuran 25 sampai 50. 

Pendekatan nonparametrik tidak mengasumsikan apapun mengenai bentuk distribusi datanya dan kinerja 

penaksir nonparametrik ini cukup baik untuk ukuran sampel kecil (n < 50) dan persentase pengamatan tidak 

terdeteksinya dalam tingkat yang sedang (Gilbert, 1987). 

Zhong (2005) membahas penaksiran rata-rata dan varians populasi untuk data sampel yang mengandung 

pengamatan tidak terdeteksi. Data sampelnya diasumsikan berasal dari suatu populasi yang berdistribusi 

lognormal. Penaksiran parameter dan pengamatan tidak terdeteksi dicari dengan menggunakan metode 

PKM (Penaksiran Kemungkinan Maksimum) yang diintegrasikan dengan algoritme EM (Ekspektasi-
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Maksimisasi). Taksiran rata-rata dan varians populasinya diperoleh dari penggunaan metode PKM dengan 

mengganti parameter-parameter yang ada pada rata-rata dan varians dari distribusi lognormal oleh 

taksiran parameter-parameternya. 

Shen (1998) menunjukkan bahwa taksiran PKM untuk rata-rata dan varians dari distribusi lognormal adalah 

bersifat bias. Finney (1941) menurunkan penaksir PKM disesuaikan yang bersifat tak bias dan bervarians 

minimum untuk rata-rata dan varians dari distribusi lognormal. Hasil yang sama juga ditunjukkan oleh 

Shen (1998) namun dengan cara yang berbeda. Tujuan dari makalah ini adalah untuk mendapatkan metode 

penaksiran rata-rata dan varians dari populasi yang berdistribusi lognormal dimana data sampelnya 

mengandung pengamatan tidak terdeteksi yang mengintegrasikan algoritme EM dengan PKM yang 

disesuaikan hasil dari Finney (1941). Tujuan selanjutnya adalah untuk mengetahui perbedaan kinerja dari 

metode usulan dengan metode yang digunakan oleh Zhong (2005) berdasarkan kriteria bias relatif absolut 

(Absolute Relative Bias – ARB) dan rata-rata kuadrat kekeliruan (Mean Squared Error – MSE) untuk kasus-

kasus data yang ditentukan. 

 

2. TINJAUAN PUSTAKA 

2.1. Distribusi Lognormal 

Distribusi dari data lingkungan sering kali miring ke kanan dan biasanya dimodelkan oleh distribusi 

lognormal. Distribusi lognormal mempunyai fungsi densitas peluang sebagai berikut: 

𝑓(𝑥) =  
1

𝑥𝜎√2𝜋
 𝑒𝑥𝑝 {−

(ln 𝑥 −  𝜇)2

2𝜎2
} ; 0 < 𝑥 < ∞ ; −∞ < 𝜇 < ∞ ;  𝜎 > 0. 

Untuk 𝑋 > 0, maka 𝑌 = ln 𝑋 akan berdistribusi normal dengan rata-rata  𝜇 dan varians 𝜎2. Fungsi distribusi 

kumulatif untuk distribusi lognormal adalah: 

                𝐹(𝑥) =  Φ (
ln(𝑥)−𝜇

𝜎
)                                                          (1) 

dimana Φ(∙) adalah notasi untuk fungsi distribusi kumulatif normal baku. Rata-rata dan varians dari 

distribusi lognormal masing-masing adalah: 

𝜃 = 𝑒𝜇+
𝜎2

2 = exp (𝜇 +
1

2
𝜎2)  (2)  

𝜂2 = 𝑒2𝜇+𝜎2
(𝑒𝜎2

− 1) = exp(2𝜇 + 𝜎2) [exp(𝜎2) − 1]  (3)  

Penaksir kemungkinan maksimum untuk 𝜃 dan 𝜂2 dari distribusi lognormal adalah: 

𝜃 = exp (𝜇̂ +
1

2
𝜎̂2)  (4) 

𝜂̂2 = exp(2𝜇̂ + 𝜎̂2) [exp(𝜎̂2) − 1]  (5) 

dimana 

𝜇̂ =
n

X
n

i

i
1

ln

, dan (6)           

𝜎̂2 =
n

X
n

i

i



1

2)ˆ(ln 

 (7) 

2.2. PKM TERINTEGRASI ALGORITME EM 

Maximum likelihood estimation (MLE) atau metode pendugaan kemungkinan maksimum (PKM) adalah 

metode parametrik yang mengasumsikan bahwa data pengamatan berasal dari suatu populasi yang 

berdistribusi tertentu.  
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Misalkan 𝑥𝑖 menyatakan pengamatan terdeteksi ke-i, dengan i = 1, 2, ..., n; p menyatakan banyaknya jenis 

alat ukur dengan BD yang berbeda-beda, dan tj menyatakan banyaknya pengamatan tidak terdeteksi untuk 

BDj, dengan j = 1, 2, ..., p, maka rumus umum fungsi kemungkinan untuk data tidak terdeteksi dengan 

berbagai BD adalah: 

𝐿(𝜃1, 𝜃2, … , 𝜃𝑘) = ∏ 𝑓(𝑥𝑖|𝜃1, 𝜃2, … , 𝜃𝑘) {∏ (∏ 𝐹(𝐵𝐷𝑗|𝜃1, 𝜃2, … , 𝜃𝑘)

𝑡𝑗

𝑚=1

)

𝑝

𝑗=1

}

𝑛

𝑖=1

 

dengan 𝜃1, 𝜃2 , … , 𝜃𝑘 adalah parameter-parameter distribusi, f adalah fungsi densitas peluang dan F adalah 

fungsi distribusi kumulatif. Untuk memudahkan komputasi, sering kali digunakan fungsi log-

kemungkinan (log likelihood). Untuk distribusi lognormal, fungsi log-kemungkinan-nya adalah: 

𝑙(𝜇, 𝜎) = ∑ 𝑡𝑗 ln [Φ (
ln(𝐵𝐷𝑗) − 𝜇

𝜎
)]

𝑝

𝑗=1

−
𝑛

2
ln[2𝜋𝜎2] −

1

2
∑

(ln(𝑥𝑖) − 𝜇)2

𝜎2 ,

𝑛

𝑖=1

 

nilai 𝜇 dan 𝜎2 yang memaksimumkan fungsi di atas merupakan penaksir PKM bagi 𝜇 dan 𝜎2. 

Algoritme EM adalah metode iteratif yang digunakan untuk mendapatkan nilai taksiran kemungkinan 

maksimum untuk data tidak lengkap. Metode ini terdiri dari atas cara untuk menaksir pengamatan tidak 

lengkap berdasarkan nilai taksiran parameter sementara (langkah Ekspektasi, E) dan menaksir parameter 

berdasarkan hasil pengamatan aktual dan pengamatan hasil taksiran (langkah Maksimisasi, M).  

Zhong (2005) menggunakan metode PKM yang diintegrasikan dengan algoritme EM untuk menaksir rata-

rata dan varians populasi untuk data sampel yang mengandung pengamatan tidak terdeteksi, dimana data 

sampelnya diasumsikan berasal dari suatu populasi yang berdistribusi lognormal. Dalam langkah E dari 

metode Zhong ini, data tidak terdeteksi diganti oleh nilai ekspektasi bersyaratnya yang sesuai dengan batas 

deteksi 𝐵𝐷𝑗, untuk 𝑗 = 1,2, . . . , 𝑝. Untuk kasus distribusi lognormal, langkah ini sama halnya dengan 

mengganti logaritma dari data tidak terdeteksi dengan: 

                                             𝐸(ln(𝑋𝑖) | ln(𝑋𝑖) <  ln(𝐵𝐷𝑗)) = 𝜇 − 𝜎 [
𝜙 (−

ln(𝐵𝐷𝑗)−𝜇

𝜎
)

1 − Φ (−
ln(𝐵𝐷𝑗)−𝜇

𝜎
)

]                          (8) 

dengan 𝜙 dan Φ masing-masing merupakan fungsi densitas dan fungsi distribusi kumulatif normal baku. 

Nilai awal bagi 𝜇 dan 𝜎2 adalah penaksir PKM untuk 𝜇 dan 𝜎2 dari pengamatan-pengamatan langkah E 

yang pertama. Dalam langkah M dari metode Zhong, penaksir 𝜇̂ dan 𝜎̂
2
 diperoleh dengan memaksimumkan 

fungsi log-kemungkinan dari data pengamatan terdeteksi yang digabungkan dengan nilai dugaan 

pengamatan tidak terdeteksi yang diperoleh pada langkah E. Langkah E dan M tersebut terus diulang 

hingga konvergen. Taksiran rata-rata dan varians populasi untuk data sampel yang mengandung 

pengamatan tidak terdeteksi diperoleh dengan mensubstitusikan nilai 𝜇̂ dan 𝜎̂
2
 pada Persamaan (4) dan (5).  

 

3. PKM DISESUAIKAN YANG TERINTEGRASI ALGORITME EM 

Shen (1998) menunjukkan bahwa penaksir dengan menggunakan PKM untuk 𝜃 dan 𝜂2 dari distribusi 

lognormal adalah bias karena 

𝐸(𝜃)   = 𝜃 (1 −
𝜎2

𝑛
)

−
(𝑛−1)

2

exp {−
𝑛 − 1

𝑛
(

𝜎2

2
)} , dan 

𝐸(𝜂̂2) = 𝜂2 {(1 −
4𝜎2

𝑛
)

−
(𝑛−1)

2

− (1 −
2𝜎2

𝑛
)

−
(𝑛−1)

2

} exp {(
2

𝑛
− 1) 𝜎2} 

{exp(𝜎2) − 1}−1. 

Finney (1941) mendefinisikan suatu deret tak hingga 

𝑔(𝑡) = 1 + 𝑡 +
𝑛 − 1

𝑛 + 1
(

𝑡2

2!
) +

(𝑛 − 1)2

(𝑛 + 1)(𝑛 + 3)
(

𝑡3

3!
) + ⋯                                                               (9) 
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dan mendapatkan penaksir kemungkinan maksimum yang disesuaikan untuk 𝜃 dan 𝜂2 dari distribusi 

lognormal yaitu: 

𝜃   = exp(𝜇̂) 𝑔 (
1

2
𝜎̂2) ,                                                                                                                            (10) 

dan 

𝜂2 = exp(2𝜇̂) {𝑔(2 𝜎̂2) − 𝑔 (
𝑛 − 2

𝑛 − 1
𝜎̂2)}                                                                                            (11) 

yang masing-masing bersifat tak-bias.  

Dalam makalah ini diusulkan metode penaksiran rata-rata dan varians untuk data yang mengandung 

pengamatan tidak terdeteksi yang berasal dari distribusi lognormal dengan memanfaatkan hasil dari Finney 

(1941) di atas. Taksiran rata-rata dan varians populasi untuk data sampel yang mengandung pengamatan 

tidak terdeteksi diperoleh dengan mensubstitusikan nilai 𝜇̂ dan 𝜎̂
2
  pada Persamaan (10) dan (11), dimana 

nilai 𝜇̂ dan 𝜎̂
2
 diperoleh secara iteratif sebagaimana pada bagian sebelumnya. 

 

4. DATA 

Metode usulan dalam makalah ini dan juga metode yang digunakan oleh Zhong akan dicoba penerapannya 

pada data konsentrasi Atrazin (Atz) yang ada pada Junk (1980) dalam Hesel (2012) yang tertera dalam Tabel 

1. Atrazine merupakan obat pembunuh rumput yang paling umum digunakan. Atrazine juga dapat 

mengubah katak jantan jadi betina (perubahan genetika) ketika tingkat konsentrasinya (kandungan) di 

dalam air terhitung besar. 

Tabel 1 menyajikan data konsentrasi Atrazin dalam air tanah dalam satuan mikrogram/liter (mcg/L) di 19 

sumur pada bulan September. Untuk melihat kinerja dari metode yang diusulkan, pada data tersebut akan 

diterapkan beberapa kasus batas deteksi (BD). Secara umum BD yang digunakan adalah 0,10, 0,07, 0,06, 

0,04, dan 0,03. 

Tabel 1 Konsentrasi Atrazin dalam air tanah (mcg/L) di 19 sumur. 

Sumur Konsentrasi 

(1) (2) 

1 2,26 

2 0,63 

3 0,59 

4 0,05 

5 0,84 

6 0,58 

7 0,02 

8 0,09 

9 0,31 

10 0,02 

11 0,50 

12 0,02 

13 0,09 

14 0,06 

15 0,03 

16 0,10 

17 0,25 

18 0,03 

19 88,36 

Kolom (1) pada Tabel 1 merupakan nomor sumur yang dijadikan sebagai -objek penelitian, sedangkan 

kolom (2) merupakan data Konsentrasi pada masing-masing sumur. 

Tabel 2 berisikan kasus-kasus data untuk membandingkan metode Zhong dengan metode yang diusulkan 

dalam makalah ini untuk menaksir rata-rata dan varians dari distribusi lognormal yang data sampelnya 

mengandung pengamatan tidak terdeteksi. 
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Tabel 2 Kasus data yang digunakan dalam penelitian  

Smr. 
Data 
Asli 

Kasus Data 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

1 0,02 < 0,10 < 0,07 < 0,06 < 0,04 < 0,03 < 0,03 < 0,03 < 0,03 < 0,03 0,02 0,02 0,02 

2 0,02 < 0,10 < 0,07 < 0,06 < 0,04 < 0,03 < 0,03 < 0,03 < 0,03 < 0,03 0,02 0,02 0,02 

3 0,02 < 0,10 < 0,07 < 0,06 < 0,04 < 0,03 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02 

4 0,03 < 0,10 < 0,07 < 0,06 < 0,04 0,03 0,03 0,03 0,03 0,03 0,03 0,03 0,03 

5 0,03 < 0,10 < 0,07 < 0,06 < 0,04 0,03 < 0,04 < 0,04 < 0,04 0,03 < 0,04 < 0,04 0,03 

6 0,05 < 0,10 < 0,07 < 0,06 0,05 0,05 < 0,06 < 0,06 0,05 < 0,06 < 0,06 < 0,06 < 0,06 

7 0,06 < 0,10 < 0,07 0,06 0,06 0,06 0,06 0,06 0,06 0,06 0,06 0,06 0,06 

8 0,09 < 0,10 0,09 0,09 0,09 0,09 < 0,10 0,09 0,09 < 0,10 < 0,10 0,09 < 0,10 

9 0,09 < 0,10 0,09 0,09 0,09 0,09 < 0,10 0,09 0,09 < 0,10 < 0,10 0,09 < 0,10 

10 0,10 0,10 0,10 0,10 0,10 0,10 0,10 0,10 0,10 0,10 0,10 0,10 0,10 

11 0,25 0,25 0,25 0,25 0,25 0,25 0,25 0,25 0,25 0,25 0,25 0,25 0,25 

12 0,31 0,31 0,31 0,31 0,31 0,31 0,31 0,31 0,31 0,31 0,31 0,31 0,31 

13 0,50 0,50 0,50 0,50 0,50 0,50 0,50 0,50 0,50 0,50 0,50 0,50 0,50 

14 0,58 0,58 0,58 0,58 0,58 0,58 0,58 0,58 0,58 0,58 0,58 0,58 0,58 

15 0,59 0,59 0,59 0,59 0,59 0,59 0,59 0,59 0,59 0,59 0,59 0,59 0,59 

16 0,63 0,63 0,63 0,63 0,63 0,63 0,63 0,63 0,63 0,63 0,63 0,63 0,63 

17 0,84 0,84 0,84 0,84 0,84 0,84 0,84 0,84 0,84 0,84 0,84 0,84 0,84 

18 2,66 2,66 2,66 2,66 2,66 2,66 2,66 2,66 2,66 2,66 2,66 2,66 2,66 

19 88,36 88,36 88,36 88,36 88,36 88,36 88,36 88,36 88,36 88,36 88,36 88,36 88,36 

 

 

5. HASIL DAN PEMBAHASAN 

Data konsentrasi Atrazin dalam air tanah berasal dari populasi yang berdistribusi lognormal, hal ini 

didasarkan pada uji Anderson-Darling yang nilai statistik ujinya 𝐴19
2 = 0,6213 sedangkan nilai kritisnya 

adalah 3,857 (untuk taraf nyata 𝛼 = 5%).  

Tabel 3 menyajikan perhitungan nilai ARB dan MSE untuk penaksiran parameter rata-rata dan varians dari 

distribusi lognormal menggunakan metode Zhong dan metode usulan baik untuk kasus 1 dan 2. Kasus 1 

adalah ketika nilai parameter sesungguhnya dari rata-rata dan varians distribusi lognormal diperoleh 

melalui metode PKM dari data asli pada Tabel 1. Sedangkan kasus 2 adalah ketika nilai parameter 

sesungguhnya dari rata-rata dan varians distribusi lognormal diperoleh melalui metode PKM yang 

disesuaikan dari data asli pada Tabel 1. Terlihat bahwa nilai-nilai ARB dan MSE untuk metode usulan lebih 

kecil dibandingkan dengan nilai-nilai ARB dan MSE untuk metode Zhong baik untuk penaksiran rata-rata 

maupun varians. Hal ini menunjukkan bahwa untuk kasus-kasus data yang ada pada Tabel 2, metode 

usulan memiliki kinerja yang lebih baik dibandingkan dengan metode Zhong dalam menaksir parameter 

rata-rata dan varians dari distribusi lognormal.  

 

Tabel 3 Nilai ARB dan MSE  

Kasus Parameter 
ARB MSE 

Zhong Usulan Zhong Usulan 

1 
Rata-rata 0,3154 0,0480 0,2514 0,0080 

Varians 4,8147 0,6252 573.330,7006 6.627,0703 

2 
Rata-rata 0,2344 0,0603 0,1674 0,0133 

Varians 9,1301 0,3556 629.741,5897 800,1262 
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6. KESIMPULAN DAN SARAN 

Dalam makalah ini telah dirumuskan metode penaksiran rata-rata dan varians dari populasi yang 

berdistribusi lognormal dimana data sampelnya mengandung pengamatan tidak terdeteksi yang 

mengintegrasikan algoritme EM dengan PKM yang disesuaikan hasil dari Finney (1941). Hasil 

perbandingan antara metode usulan di atas dengan metode yang telah ada yaitu metode PKM yang 

diintegrasikan dengan algoritme EM milik Zhong (2005) untuk kasus-kasus data yang dicobakan dalam 

makalah ini menunjukkan bahwa metode usulan memiliki kinerja yang lebih baik dibandingkan dengan 

metode Zhong. Hal ini terlihat dari nilai-nilai ARB dan MSE dari metode usulan lebih kecil dibandingkan 

nilai-nilai ARB dan MSE dari metode Zhong. 

Beberapa saran yang dapat dikemukakan dalam makalah ini yang dianggap penting untuk diperhatikan 

yaitu: (1) bagi para pengguna statistika disarankan untuk menggunakan metode PKM disesuaikan yang 

diintegrasikan algoritme EM untuk menaksir parameter rata-rata dan varians dari distribusi lognormal 

dimana data sampelnya mengandung pengamatan tidak terdeteksi dikarenakan penaksiran parameter rata-

rata dan varians dari metode yang digunakan oleh Zhong (2005) bersifat bias; (2) Bagi peneliti lain 

disarankan untuk membuat program yang lebih efisien dalam membangun program untuk menghitung 

nilai deret yang ada dalam metode PKM disesuaikan karena dalam program yang digunakan untuk skripsi 

ini hanya terbatas pada 20 suku deret; (3) Bagi peneliti lain disarankan untuk meneliti lebih lanjut dalam 

membandingkan metode Zhong dan metode usulan pada skripsi dengan menggunakan simulasi. 
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